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INTRODUCTION 
Le problime que nous etudions ici a ite pose en 1970 par P. Turan. Soit o 
une fonction reelle ditinie sur I = [-1, l] et P un polynome de degrt au plus 
n vtrifiant pour x E I: ] P(x)/ < Iv(x)]. Quelle majoration peut on donner 
pour Pck)(x)? 
Pour v, E 1 on a la celebre inegalitl de Markov 
/P’(x)/ < inf(n’, n(1 -x2)-“‘) (x E 0 
et plus geniralement (voir par exemple [7, p. 2271) 
IP( < C,nk((l -x2)“* + (1/n))-” (x E I> 
ou C, est une constante qui ne depend que de k. 
Les cas q(x) = x, k = 1 et p(x) = (1 - x*)l’*, k = 1 et 2 ont ete etudiis 
avec beaucoup de precision par Rahmann et Pierre dans [4, 51. Pour des 
ameliorations diverses de l’inegalite de Markov nous renvoyons aux 
bibliographies de ces deux articles et a [6]. 
NOTATIONS 
Pour toute fonctionfreelle difinie sur Z on note ]lfl] = Supxel If(x Pour 
toute fonction g reelle definie sur I? on note I] g I] * = Sup,, R g(x). On dlsigne 
par H, l’espace des polynomes de degrl au plus n. On pose pour x E I et 
tIEIN* 
C(n,x) = n((1 -x2)“* + (l/n))-’ 
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done, d’apres I’inegalite we plus haut, pour tout P E H, (n > 1) on a 
1 Pck)(x)/ < C,(C(n, x))” (1 P(I. On remarquera que 
C(n, x) < inf(n’, n(1 -x2)-“*) < 2C(n, x) (1) 
et que pour q E N * 
qC(n, x> < C(qn, x)< 4*w, xl. (2) 
fiNON& DU RiSULTAT 
Soient a,, a2 ,..., aA des reels verifiant 
-l<a, < .** <a,< 1 
et aI, a*,..., aA des reels positifs ou nuls. Soit m la fonction definie sur Z par 
m(x)=Ix-a,I”’ . . . Ix--u~I”~. (3) 
En prenant par convention a, = -1 et a,, I = 1, on note Ji = [f(ai-, + a,), 
+(a. + a. $oien;+;” b(i = 13 L.3 A>. 
r, z,,.., b, des elements (non necessairement distincts) de Z et u 
une fonction de P(Z) non nulle sur I. On pose 
p(x) = (x-b,) ..a (x-b,) u(x). (4) 
On supposera que pour les indices i tels que a, soit egal a l’un des bj, ai < 1 
(on voit bien dans l’enonce du thtoreme qui suit que cette hypothese n’est 
pas restrictive). 
TH~OR~ME. Pour m et cp don&es par (3) et (4) et pour k entier positif tel 
que k < p, il existe deux constantes A et B telles que pour tout P E H, 
(n > 1) v&rifiant [P(x)1 m(x) < Iv(x)1 (x E Z) on ait: 
* (P(k)(~)I m(x) <A 11: (C(n, x))r [~‘k~“(x)l (x E I). (5) 
r=o 
* Pour x E Ji, 
IP(k)(~)( Q Bnk+ni si jai/ # 1 
2k+ 2ai (6) gBn si Iail = 1. 
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QUELQUES LEMMES 
Posons par commoditi d’ecriture V(X) = I/u(x). 
LEMME 1. II existe une constante C, telle que, pour tout entier j > p on 
puke trouver Qj E Hi tel que 
1 v(‘)(x) - Qj”‘(x)l < C,(C(j, x))‘-’ 11 dp’JJ 
(x E I, s = 0, l)...) p). 
Ce rthltat est dU ci Malozemov [3]. 
LEMME 2. I1 existe une constante C(m) telle que pour tout S E H, 
(n > l), et pour tout entier r < p on ait: 
I S”‘(x>l m(x) 4 C(m)(C(n, x>Y II Sm II (x E Z). 
Dkmonstration. Dans [2] on a montri que si T est un polynome 
trigonometrique 2x-periodique et d’ordre au plus n, et si pour a > 0 w, 
designe la fonction 2rr-periodique detinie sur [-xc, rc] par w,(B) = /19]‘, alors, 
)] T’w,(l* < C(a) n (] Tw,(l* (ou C(a) est une constante qui ne depend que de 
a). Par un procede analogue, on obtient aisiment le resultat suivant sigale en 
remarque a la tin de [2]: ]]T’(B) m(cos @I\* < C,n 1) T(8) m(cos @\I* oti C, 
est une constante qui ne depend que de m. Done en posant T(0) = S(cos t9) 
on a pour xEZ, IS’(x)] (1 -x2)“* m(x) < C, n /] Sm /I. Mais la fonction x + 
(1 - xy m(x) est du mCme type que la fonction m, done, par reiteration, 
pour x E I on aura 
1 LV’(x)l m(x)( 1 - x*)~‘* < C, n’ 11 Sm )/ (C, depend de m). 
D’autrepart, d’apres [ 1, th. 31, pour x E I: 
IP(x) m(x)1 < C4n2’ IJSrnll (C, depend de m). 
Ces deux dernieres inegalitts combinees avec (1) nous donnent le resultat 
cherche. 
On pose j(n) = Max(n, p). 
LEMME 3. I1 existe une constante C, (dkpendant de m) telle que pour 
tout R E H, et pour tout r < p on ait (Q, dksignant les polyn6mes du 
lemme 1) pour x E I: 
I[R(v - Qj(n))lcr) @>I m(x)< C,(C(n, x)YP IlRmll Il~(~)ll. 
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Dhonstration. On a 
[R(o - Q,,,,)](r) m = R(r-s)m(u(s) - Qj&) 
done d’apres les lemmes 1 et 2: 
IF@ - Qjdl’r) (~11 m(x) 
<c,i ?- 
0 s=o s (C(n, x)Y (W(n), x))s-p IlRmll IIu’“) II. 
Mais on a toujours C(n, x) < C(j(n), x) done 
(C(n, x))‘-” (C(j(n), x)yp < (C(n, X)yP 
ce qui etablit le lemme 3. 
LEMME 4. Pour a > 0 dome’, il existe me constante C(a) telle que pour 
toutSEH,(nal)onait 
II W I 1 f da II G W nzn II 22 II. 
Ce rtsultat est itabli dans [ 1, th. 21. On l’utilisera apres changement de 
variable, sur un intervalle ferme borne quelconque. 
DEMONSTRATION DU TH~OR~ME 
Soit P E H, veriliant pour x E I I P(x)1 m(x) < (cp(x)]. On peut alors ecrire 
P(x)= (x-b,) +.a (x-b,)R(x) 06 R E H, et verilie, pour xE1 
I R(x)1 m(x) < ( u(x)]. En utilisant le lemme 1 avec s = 0 on a: 
IIRQj(n) mII G IIRom II + IIR(Qj,n, - 0) m II G 1 + Cl IIRm IIII u(‘) II 
< 1 + c, (lull IlIPI( = c,. 
11 resulte alors du lemme 2 et de (2) que: 
I[R(x) Qj~n,(X)l(‘) I m(x) 
< G(C(n, x)Y (C, depend de m et de rp). 
Mais 
WI”’ 6) 4x11 
G I[R(v - Qj(n))I’r) (X) m(x)I + IIRQj(njl(r) ~1 m(x>I 
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done, en utilisant le lemme 3: 
< C,(C(% x)yp IlRm II II uCP) I! + C,(Ch xl)’ 
< C,,(W, x)Y (C, et C,, dkpendent de m et cp). 
Ceci peut encore s’krire, pour x # b, (i = l,..., cl) 
L’Cgalitk P(k)m = (q~(P/cp))‘~’ m = CL, ( z)(P/q)“’ qtk-“m nous donne alors 
immkdiatement I’inkgalitt (5) pour x # bi (i = l,...,.~) et par continuitk pour 
tout x dans I. 
Montrons maintenant les irkgalitb (6). 
Si la,.( # 1, pour x E Ji on a d’aprks (5) 
IPk)(x) m(x)1 < C,, nk 
done, avec le lemme 4 IP(k)(~)I < Cllnktai. 
Si /a{( = 1, raisonnement analogue en rempIa$ant n par fl’. 
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